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Цели и задачи

Цель:
• Тестирование параметризации 

трёхчастичной S-матрицы на 
модельной задаче истинно 
демократического рассеяния 
системы из трёх частиц .

Задачи
• Рассчитать фазы трёхтельного 

рассеяния модельной задачи методом 
Нумерова и определить энергию и 
ширину соответствующего резонанса. 
Считать их точными. 

• Рассчитать фазы рассеяния для 
модельного потенциала методом 
SS HORSE в разных модельных 
пространствах.

• Параметризовать фазы рассеяния и S-
матрицу.

• Определить положение полюсов 
S-матрицы на комплексной плоскости 
импульсов => рассчитать энергию и 
ширину резонанса в разных 
модельных пространствах.

• Исследовать сходимость энергий и 
ширин резонанса к точным.
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Гиперсферическое
представление

➢ Координаты Якоби для системы трёх частиц:  

𝜇 = 𝑚1 + 𝑚2 + 𝑚3 — полная масса системы, 
𝑅 – координата центра масс, 
индексы i, j, k = 1, 2, 3. 

➢ Гиперуглы и гиперрадиус:
𝜌2 = 𝑥𝑖

2 + 𝑦𝑖
2, 𝑥𝑖 = 𝜌 cos 𝛼𝑖 , 𝑦𝑖 = 𝜌 sin 𝛼𝑖 1
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Ԧ𝑥𝑖 =
𝑚𝑗𝑚𝑘

𝜇(𝑚𝑗+𝑚𝑘)
Ԧ𝑟𝑗 − Ԧ𝑟𝑘

Ԧ𝑦𝑖 =
𝑚𝑖 𝑚𝑗 + 𝑚𝑘

𝜇
Ԧ𝑟𝑖 +

𝑚𝑗 Ԧ𝑟𝑗 + 𝑚𝑘 Ԧ𝑟𝑘

𝑚𝑗 + 𝑚𝑘

𝑅 =
1

𝜇
𝑚1 Ԧ𝑟1 + 𝑚2 Ԧ𝑟2 + 𝑚3 Ԧ𝑟3



Гиперсферическое
представление и 
метод SS HORSE

➢Собственные функции 6ти-мерного 
гармонического осциллятора:

𝜆 =
ℏ

𝜇𝜔
 — обезразмеривающий множитель, 

ℒ = K +
3

2
 — эффективный угловой момент,

𝐾 – гипермомент,
ℏ𝜔 — осцилляторный параметр, 
𝐿𝑛

𝑙  – полином Лагера, Γ 𝑥  – гамма-функция, 
n – главное квантовое число.
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𝜑𝑛
ℒ = −1 𝑛 2𝜆𝑛!

Γ 𝑛+ℒ+
3

2

𝜆𝜌 ℒ+1×

× exp −
𝜆2𝜌2

2
𝐿𝑛

ℒ+
1
2 𝜆2𝜌2 (2)

𝒏 ≤ 𝒏𝒎𝒂𝒙

Рисунок 1: Схематичная 
иллюстрация вида матрицы 
гамильтониана. 

𝒏 > 𝒏𝒎𝒂𝒙

H𝑛𝑛′ = න

0

∞

𝜑𝑛
ℒ 𝐻𝜑𝑛′

ℒ 𝑑𝐸

𝐻 = 𝑇 + 𝑉

𝑇𝑛𝑛′

𝑇𝑛𝑛′ + 𝑉𝑛𝑛′

➢ 𝑛𝑚𝑎𝑥 и ℏ𝜔 — параметры метода SS HORSE

SS HORSE (Single State Harmonic Oscillator Representation of Scattering Equation)



Метод  SS HORSE

Фазы рассеяния в методе SS HORSE:

𝑞 = Τ2𝐸 ℏ𝜔 – обезразмеренный импульс, 
𝐸𝜆 — собственные значения матрицы гамильтониана в осцилляторном 
представлении полученные в Модели оболочек без инертного кора,
𝑛max — параметр, соответствующий размеру матрицы гамильтониана. 

𝒫 – интеграл в смысле главного значения.
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𝒮𝑛ℒ 𝐸 =
2𝑛!

𝜆𝛤 𝑛 + ℒ +
3
2

𝑞ℒ+1  𝑒𝑥𝑝 −
𝑞2

2
𝐿𝑛

ℒ+
1
2 𝑞2

(5)

𝒞𝑛ℒ 𝐸 = −
2𝑞

𝜋𝒮0
ℒ

𝒫 න

0

∞
𝒮0

ℒ 𝑞′ 𝒮𝑛
ℒ 𝑞

𝑞2 − 𝑞′2
𝑑𝑞′ (6)

𝐶𝑛,ℒ
±

𝐸 = 𝒮𝑛,ℒ 𝐸 ± 𝒞𝑛ℒ 𝐸 (7)

tg 𝛿ℒ 𝐸𝜆 = −
𝒮𝑛max+1,ℒ 𝐸𝜆

𝒞𝑛max+1,ℒ 𝐸𝜆
(3)

𝑆 𝐸𝜆 =
𝐶𝑛max+1,ℒ

−
𝐸𝜆

𝒞𝑛max+1,ℒ
+

𝐸𝜆

(4)

Single State



Симметрия
S-матрицы

Случай двух частиц

𝑆 −𝑘 =
1

𝑆 𝑘

𝑆 𝑘∗ =
1

𝑆∗ 𝑘

𝑆 −𝑘 = 𝑆∗ 𝑘

Случай трёх частиц 
(полуцелый орбитальный 

момент)

𝑆 𝑘∗ =
1

𝑆∗ 𝑘

𝑆 𝑘𝑒𝑖𝜋 = −𝑆−1 𝑘 + 2
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➢ Полюсы S-матрицы в нижней полуплоскости импульса 
соответствуют резонансным состояниям!

E𝑝 = 𝐸рез − 𝑖 ΤΓ 2                                       (8)



Параметризация 
S-матрицы 

𝒦 𝑘  — функция эффективного радиуса, 
𝑋 𝑘 — аналог функции эффективного радиуса для рассеяния трёх тел.

➢ Сдвиг фаз рассеяния можно найти методом SS HORSE.

➢ Известные сдвиги фаз SS HORSE → параметризация 𝑋 𝐸 .

➢ Известная 𝑋 𝐸 → S-матрица.

➢ Полюсы S-матрицы → энергия и ширина резонанса.
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𝑆 =
𝒦 𝑘 + 𝑖𝑘2𝑙+1

𝒦 𝑘 − 𝑖𝑘2𝑙+1
(9) 𝑆 =

𝑋 𝐸 + 2𝑘2𝐾+4 ln 𝑘 + 𝑖𝜋𝑘2𝐾+4

𝑋 𝐸 + 2𝑘2𝐾+4 ln 𝑘 − 𝑖𝜋𝑘2𝐾+4
(11)

tg 𝛿 =
𝑘2𝑙+1

𝒦 𝑘
(10) tg 𝛿 =

𝜋𝑘2𝐾+4

𝑋 𝐸 + 2𝑘2𝐾+4 ln 𝑘
(12)



Модельная 
задача

𝑉0 = 10 МэВ — глубина потенциала, 𝑟пот = 2.0 фм — характерный радиус, 
𝛼 = 0.05 фм — параметр диффузности, 
𝑟гр = 1.1𝑟пот — точка сшивки.

Масса трёхчастичной системы: 5633.51 МэВ.

Гипермомент: 𝐾 = 0.

Параметры SS HORSE: ℏ𝜔 = 2 , 3, … , 10, 12, … 50; 𝑛𝑚𝑎𝑥 = 7, 8, 9, 10.
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𝑉 =
−

𝑉0

1 + exp
𝜌 − 𝑟пот

𝛼

, 𝜌 ≤ 𝑟гр

− Τ𝐴 𝐵 + 𝜌 3 , 𝜌 > 𝑟гр

(12)

𝐴 = ൘27𝑉0
3 1 + exp

𝑟гр − 𝑟пот

𝛼

2

exp3
𝑟гр − 𝑟пот

𝛼

𝐵 = ൘3𝛼 1 + exp
𝑟гр − 𝑟пот

𝛼
exp

𝑟гр − 𝑟пот

𝛼
− 𝑟гр



Фазы 
рассеяния
Сравнение фаз, полученных 
методом SS HORSE и 
методом Нумерова.
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Результаты, полученные 
методом Нумерова, считаются 
за эталон.

Рисунок 2: Сдвиги фаз рассеяния, полученные методом SS HORSE и методом Нумерова. 



Оценка 
погрешностей
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𝑈 𝐸 = −
𝑆𝑛max+1 𝐸

ℒ

𝐶𝑛max+1 𝐸
ℒ

Δ𝐸 =
1

𝑛max


ℏ𝜔𝑖

𝐸𝑣,ℏ𝜔𝑖
− 𝐸𝑣′,ℏ𝜔𝑖

2

Универсальная функция:

𝐭𝐠 𝜹 𝑬 − 𝑼 𝑬 = 𝟎 только при   𝑬 = 𝑬𝝂′

Погрешность будем определять как:



Аппроксимирующая функция:

𝑋 𝐸 = 
0

3

𝛽𝑖𝐸𝑖

Аппроксимация.
функция 𝑋
Сравнение 
вспомогательной 
функции X для  метода 
Нумерова, SS HORSE и её 
аппроксимации.
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Рисунок 3: Функция X полученная аппроксимацией результатов метода SS HORSE
и методом Нумерова. 



Фазы 
рассеяния
Сравнение фаз, полученных 
методом SS HORSE, методом 
Нумерова и результатов 
аппроксимации.
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Рисунок 4: Функция X полученная аппроксимацией результатов метода SS HORSE
и методом Нумерова. 



Результаты

𝑛𝑚𝑎𝑥 E, МэВ Г, МэВ
Погрешность 

аппроксимации, 
кэВ

7 1,138 0,871 14,8

8 1,159 0,840 8,6

9 1,150 0,850 6,5

10 1,153±0,003* 0,848±0,002* 4,9

Метод Нумерова 1,150 0,850 —
И выводы.
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Результаты, полученные при параметризации S-матрицы через
функцию X(E), согласуются с результатами, полученными методом
Нумерова в пределах погрешности.

Следовательно, параметризацию функции X(E) можно использовать для
задач истинно трёхтельного рассеяния.

*погрешность, рассчитанная сравнением 
с предыдущим модельным пространством 𝑛𝑚𝑎𝑥. 
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